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Volumenabha¨ngige hydrostatische Druckbelastung in der nichtlinearen FE-
Analyse
Fu¨r du¨nnwandige Schalen- und Membranstrukturen ist die Wechselwirkung einer hydrostatischen Druckbelastung mit
dem sich durch eine Belastung ergebenden Strukturverformungen sowohl fu¨r Stabilita¨tsbetrachtungen wie auch bei
großen Deformationen von entscheidender Bedeutung. U¨ber das Prinzip der virtuellen Arbeit wird die hydrostatische
Druckbelastung in die schwache Gleichgewichtsformulierung der elastomechanischen Kra¨fte eingefu¨hrt. Wird fu¨r die
sich in einem elastischen Beha¨lter beﬁndlichen Flu¨ssigkeit Volumenerhaltung gefordert, so kann die resultierende
Spiegelho¨hena¨nderung berechnet werden. Die beschreibenden nichtlinearen Gleichungen sind fu¨r eine Lo¨sung mittels
Newtonverfahren zu linearisieren. Eine Finite Element Diskretisierung fu¨hrt auf eine Laststeiﬁgkeitsmatrix und das
zugeho¨rige Residuum der volumenabha¨ngigen Druckkraft. Wesentlich ist, das keine Diskretisierung der Flu¨ssigkeit
erforderlich ist. An einem numerischen Beispiel wird die Eﬀektivita¨t des Verfahrens vorgestellt.
1. Modellgleichungen
Die virtuelle Arbeit der Druckkraft pin∗i entlang δu ergibt sich zu:
δΠext =
∫
η
∫
ξ
pi n∗i · δu dξdη, (1)
mit n∗i = xi,ξ × xi,η als nicht normiertem Richtungsvektor der Druckkraft bzw. Normalenvektor der Strukturober-
ﬂa¨che. ξ, η beschreiben ko¨rperfeste Koordinaten der Strukturﬂa¨che. Das Druckniveau pi an einer Stelle xi unter
einem Flu¨ssigkeitsspiegel xwi in einem gefu¨llten Beha¨lter i ergibt sich nach dem hydrostatischen Druckgesetz zu:
pi = γi(xwi − xi) ·w. (2)
γi bezeichnet die Wichte der Flu¨ssigkeit im Beha¨lter i und w den Normaleneinheitsvektor der freien Flu¨ssigkeitsober-
ﬂa¨che. Das im Beha¨lter i beﬁndliche Flu¨ssigkeitsvolumen berechnet sich mit w∗i = xwi,ξ×xwi,η als nicht normierten
Noramlenvektor der freien Flu¨ssigkeitsoberﬂa¨che entsprechend nachfolgender Formel:
vi =
1
3
∫
η
∫
ξ
(xi · n∗i + xwi ·w∗i ) dξdη (3)
2. Linearisierung
Bei geometrisch nichtlinearem Strukturverhalten werden die Modellgleichungen u¨blicherweise mit Hilfe des New-
tonverfahrens gelo¨st. Hierzu wird um einen bekannten Zustand xt = X + ut der Struktur und xwt = Xw + uwt
des Flu¨ssigkeitsniveaus linearisiert und der gesuchte Zustand x = xt + ∆u bzw. xw = xwt + ∆uw von Struktur
und Flu¨ssigkeitsniveau u¨ber einen Verschiebungszuwachs ∆u, ∆uw iterativ angena¨hert. X, Xw beschreiben die
Ausgangskonﬁguration und ut, uwt einen berechneten Verschiebungszuwachs fu¨r Struktur bzw. Flu¨ssigkeitsniveau.
Der linearisierte virtuelle Arbeitsausdruck fu¨r einen teilweise mit Flu¨ssigkeit gefu¨llten Beha¨lter lautet:
δΠlinext =
∫
η
∫
ξ
(ptn∗t + ∆pn
∗
t + pt∆n
∗) dξdη, (4)
mit ∆n∗ = ∆u,ξ×xt,η−∆u,η×xt,ξ als Normalena¨nderung der Strukturoberfa¨che. Die Linearisierung der Gleichungen
(2) und (3) liefert die in Gleichung (4) beno¨tigte Drucka¨nderung ∆p und die geforderte Volumenerhaltung fu¨r die
Flu¨ssigkeit.
∆p = γ(∆uw −∆u) ·w (5)
∆v =
∫
η
∫
ξ
(∆u · n∗t + x ·∆n∗ + ∆uw ·w∗t + xwt ·∆w∗) dξdη = 0 (6)
Mit Hilfe der partiellen Integration kann die Konservativita¨t der Druckbelastung analog zu [1] auch bei Beru¨cksich-
tigung der Volumenerhaltung nachgewiesen werden und die Spiegelho¨hena¨nderung eines Beha¨lters ∆uw ·w explizit
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durch Strukturverschiebungen ∆u und der Fla¨che St der freien Flu¨ssigkeitsoberﬂa¨che dargestellt werden.
∆uw ·w = − 1
St
∫
η
∫
ξ
∆u · n∗t dξdη mit St =
∫
η
∫
ξ
w · n∗t dξdη (7)
3. Diskretisierung
Wird eine isoparametrische Finite Element Diskretisierung ∆u = Nd, δu = Nδd der Struktur vorgenommen,
ergibt sich ein algebraisches Gleichungssystem. Steiﬁgkeitsmatrix und Residuum einer aus j Kammern bestehenden
Struktur mit n Schalensegmenten sind:
[KT −
j∑
i=1
KDruck,i]d = fext +
j∑
i=1
fDruck,i− fint (8)
Die Steiﬁgkeitsmatrix setzt sich aus Struktursteiﬁgkeitsmatrix KT und einer durch die Linearisierung der Druck-
beanspruchung entstehenden Laststeiﬁgkeitsmatrix KDruck,i = Kpress,i − γi/St,iai ⊗ ai zusammen. Die Rang-eins-
Aufaddierung zeigt fu¨r jede Kammer i die Kopplung der benetzten Knoten durch die im Inneren beﬁndliche Flu¨ssig-
keit.
Kpress,i =
1
2
∑
n
∫
η
∫
ξ
pt

 NN,ξ
N,η


T 
 0 W
ξ Wη
WξT 0 0
WηT 0 0



 NN,ξ
N,η

 dξdη
−γ
2
∫
η
∫
ξ
NT (n∗t ⊗w +w⊗ n∗t )N dξdη, (9)
ai =
∑
n
∫
η
∫
ξ
NTn∗t dξdη, (10) fDruck,i =
∑
n
∫
η
∫
ξ
pt NTn∗t dξdη (11)
Fu¨r die Lo¨sung des globalen Gleichungssystems wird die Sherman-Morrison Formel verwendet. Dabei kann die
urspru¨ngliche Steiﬁgkeitsmatrix genutzt werden und es sind bei j Kammern pro Iteration j vorwa¨rts-ru¨ckwa¨rts
Substitutionen auszufu¨hren, um j Rang-eins-Aufaddierung zu beru¨cksichtigen.
4. Numerisches Beispiel
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Abbildung 1: Elastische Struktur unter hydrostatischer Druckbelastung a = 5cm, b = 10cm, c = 5cm, h = 30cm
Das Beispiel zeigt die Wechselwirkung von zwei mit Flu¨ssigkeit gefu¨llten elastischen Beha¨ltern mit einer gemeisamen
sehr ﬂexiblen Wand (E-Modul E=1.0 · 105 N
cm2
, Wandsta¨rke t = 0.2cm, Wichte γ = 0.1 N
cm3
. Nach Fu¨llung des
linken Beha¨lters bis zur Ho¨he w10 wird der rechte Beha¨lter kontinuierlich mit Flu¨ssigkeit gefu¨llt. Als Folge der
Verformbarkeit der Struktur beeinﬂussen sich die Flu¨ssigkeitsspiegel w1 und w2 deutlich.
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